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Definicdo de Matriz

4

Matriz € uma forma matemdtica conveniente de
representar informacdes de uma tabela.

Possui inumeras aplicacoes nos mais diversos ramos
da ciéncia e tecnologia

Matemdtica, Fisica, Engenharia, Administracdo,
Contabilidade, Economiq, etc.

Portanto, existe uma grande afinidade entre o
calculo matricial e as ciéncias em gerall.



Definicdo de Matriz

-
Na tabela abaixo, temos os precos em unidades

monetdrias obtidos por trés usudrios (U1,U2,U3)
das mercadorias (A,B,C,D):

Precos mensais de mercadorias
A B C

U1 5 7 8
Usuarios U2 7 5 4
U3 8 3 6

o w N O




Definicdo de Matriz

¢ I ——

Consultando a tabela podemos observar que o usudrio
U2 pagou R$ 4,00 pela mercadoria C.

Observamos que esse prego encontra-se na segunda linha
(linha do usudrio U2) e na terceira coluna (coluna da
mercadoria C) da tabela.

Precos mensais de mercadorias
A B C

U1 5 7 8
Usuarios U2 7 5 @
U3 8 3 6

o w N O




Definicdo de Matriz
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Denominamos linhas as filas horizontais e colunas as
filas verticais.

Assim, a tabela consta de 3 linhas e 4 colunas.
Uma tabela desse tipo é exemplo de uma matriz 3 X 4

Representada numa das seguintes formas:

(5 7 8 2 5 7 8 2 5 7 8 2
75 4 3|ou |75 4 3|oul7 5 43
8 36 5 |83 65 8 3 6 5




Definicdo de Matriz
-~

De uma maneira geral, uma matriz m x n é uma
tabela de elementos dispostos em m linhas e n
colunas.

Suponha que uma empresa produz trés tipos de bens,
B1, B2 e B3, que vende a dois clientes C1 e C2.

Vendas mensais de bens
B1 B2 B3

Venda ao C1 7 3 4
cliente C2 1 5




Definicdo de Matriz

9. |
Durante o més, a empresa vende:
3 itens de B2 para o cliente C1,
6 itens de B3 para o cliente C2,

e assim por diante.

Podemos representar da seguinte forma:

7 B
1 5

-
©






Representacdo de uma Matriz Genérica

-
Cada elemento é representado por uma letra
minuscula acompanhada de um indice.

Esse indice & composto por dois numeros: o primeiro
indica a linha e o segundo indica a coluna.

Uma matriz A = (aij)mxn pode ser indicada assim:




Representacdo de uma Matriz Genérica
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Quando dispomos nUmeros ou letras numa tabela
retangular, formamos uma matriz retangular

(ay,  ay

Ay Ay dp3...... ay,

—

™
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Tipos de Matrizes

14—,

Matriz Nula - Quando todos os elementos de uma
0000
0000

Matriz Linha - E toda matriz do tipo 1 x n, isto é,
uma matriz que tem uma uUnica linha.

matriz sdo nulos.

(1 5 8)



Tipos de Matrizes
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Matriz Coluna - E toda matriz do tipo m x 1, isto é,

uma matriz que tem uma Unica coluna.

o Lo N

Matriz Quadrada: Se m = n a matriz é quadrada

i

Neste caso uma matriz quadrada de ordem 2

de ordem n.



Tipos de Matrizes - Diagonais

1| =

Diagonal Principal de uma matriz quadrada de

ordem n é o conjunto dos elementos que tem os dois
indices iguais, isto & , { a; / i=] }={ay;; axn; az3;

101
325
2 83,




Tipos de Matrizes - Diagonais

17|

Diagonal Secunddria serd o conjunto dos elementos

que tem soma dos indices iguais a n+1, isto é :
{Gii [i+j=n+1 }:{01,ni0'2,n-1 i A3,n-2 7 eeeee ]

(101
325
(2 83,

\




Tipos de Matrizes
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Matriz Diagonal: Uma matriz quadrada é uma
matriz diagonal se a;; = 0 para i+ |.

(30 0)
020
0 0 6

Matriz identidade: E toda matriz diagonal de ordem

n na qual os elementos da diagonal principal sdo
iguais a 1.

1 0 0)
010
001

notacdo = n = no exemplo I3




I Operagoes com Matrizes



lgualdade de Matrizes:

20—

Duas matrizes A = (a; ) e B = (b;; ) de mesma ordem

sdo iguais quando o, = b, qualquer que sejamie j.

—1 4 [y 4
0 xX—2 0 7
quaA=B=>fazemos{ T

xX—2=7
| {x:()
Entdo
y



Adicdo de Matrizes:

21|
Consideremos as matrizes A = (a;) e B = (b;) de
ordem igual.
Denomina-se soma de A com B
Representa- se por A + B a matriz C = c;

tal que Gi = a; T bii

3.2 5) (1 1 3)_(4 3 8
7 2 8 0 4 5) (7 6 13



Matrizes Oposta
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Matriz Oposta:

Dada a matriz A = (a;;) de ordem )
Denomina-se matriz oposta de A
Indica-se por a matriz B = (b;) tal que:

b;;=- a;

3 -5 6 3 5 -6
A = — A=



Adicdo de Matrizes:

23
Propriedades da Adicdo de Matrizes :

A+B=B+ A = comutativa
A+(B+C) =(A+B)+C = associativa
A+ (-A) =0

A+ M=A = indica a existéncia de um
elemento neutro.



Diferenca de Matrizes:
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Dado duas matrizes A = (a;) e B = (b))
Chama-se diferenca A — B:

a matriz soma de A com a de B.

I 9 8 0o 0 1) (11 9 7
-1 4 7 4 7 8) (-5 -3 -1



Produto de um numero por uma Matriz :
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Dada a matriz A = (a;) de
0O 6 5
ordem m x n A = e K=2
-1 3 7
Denomina-se produto do
numero real K pela matriz

Representada por K . A a K 4=2 0O o6 5
matriz B = (b;) tal que: ’ 1 3 7
b. = K. q;



Produto de Matrizes
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A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa

Para duas matrizes quaisquer A e B, é falso que
A x B = B x A necessariamente.

A XB = existe o produto

m X n nxp

mep: Amxn X anp

O produto sé existe quando o indice da coluna
de A é igual ao indice da linha de B.



Produto de Matrizes
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Sejam duas matrizes A = (a;) mxn e B = (b)) nxp

Chama-se produto de A x B a matriz C = (¢, ) m x p
tal que:

C, = a; by +a, by, +a3 by T.... + a.

para todo:



Produto de Matrizes




Matriz Transposta

20 |
Dada a matriz A=(a; ),

Denomina-se matriz

Representada por A'

A matriz B=(b;) tal que b,=a,, as colunas sdo as

linhas de A.
1 3 |
1 2 7
A=|2 4| = Al=
3 4 8
7 8 |




Matriz Simétrica
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E simétrica quando a sua transposta é igual a ela
mesma = A=A




Matriz Anti-Simétrica

31—

E toda matriz quadrada de ordem n tal que Al=-A.
Da defini¢éio ocorre que a;, = -a;
Os elementos dispostos simetricamente em relagdo &

diagonal principal sdo opostos.
(0 a b

-a 0 c

\—b -C O)



EY Operagdes com Matrizes — Exercicios




Operacoes com Matrizes

Exercicios
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2x —3y —3 , _[-10 =3
[ 13 e M = 1 calcule

Sendo M = x + 3y
os valores de x e y sendo M = M’ .

2x*—6 3 4
e
2 1

Calcule o valor de x nas matrizes M =

, _[11x 3 4 e
M_[3 ) 1]clemodoqueM—M.

_;/2],
B = [_5 ecC= [2 _43] de modo que B+C=2A

) X
Calcule o valor de x, y e z nas matrizes A = [



Operacoes com Matrizes

Exercicios

3+ |

Determine o valor de x na equagao-
Zx 1
—1

Calcule os valores de X e Y de modo que:

2x+2 —4 3x+5y+4]=[x+3y —4 y-—2x]



Operacoes com Matrizes

Exercicios

35 |

Calcule os valores de x nas matrizes de modo que

A—B=1/2C
-0
A= 3x2]
1/,
3
B=|x?+1

—1
—6
C=|3x
1



Operacoes com Matrizes

Exercicios

6| I

Nas equacdes abaixo, determine o valor de x, y e z:

2 (o 2)E=()
(G 6=
21 0)ors)-()

92 3)6 )=ty T8

c)






Determinantes
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E o nUmero ou expressdo obtido dos elementos de
uma matriz, mediante operacoes.

Sdo definidos somente para matrizes quadradas.
Resolugcdo de Determinantes de Ordem 1:

M=[a,;]=detM=aqa,,



Determinantes

Resolugbes — Ordem 2
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Resolucdo de Determinantes de Ordem 2:

M = (a11 a12)

az1 QA2
a1 412
deth‘ ‘=aa — a{-a
Ay, Qs 11422 12421
Exemplo
3 -1
M=, 3)
4 2

det M = ‘i _21‘ —777?



Determinantes

Resolugées — Ordem 3

0 [
Resolucdo de Determinantes de Ordem 3:

a1 A1 Q13
M=|0a1 Aaz; Aaz3
dzq1 Adzp d33

Regra de Sarrus

Repete-se os elementos das duas primeiras colunas
a1 Q12 443]1Aq11 Q12

M = |dz1 04z 0az3]0A21 A2
d3q1 dzz 0d33]d31 aA3z2



Determinantes

Resolugées — Ordem 3

41

Efetua-se as multiplicagdes indicadas pelas setas:

ajpdaz asz ajzazrasz

ajp azzasj

Efetua-se as multiplicagdes indicadas pelas setas:

=dajp3dardasj -ajpdazpasz

=djpdazzdsz



Determinantes

Resolugées — Ordem 3

42 [
Soma-se os produtos obtidos:

A11022012 T A12023031 T A13022031 — Aq3022037 —
(11A23032 —A120210A433

Exemplo:

1 2 3
M=|5 2 -3

1 4 2

1 2 3|1 2
detM =[5 2 3|5 2

1 4 211 4




Determinantes

Resolugées — Ordem 3

«

Resolucdo de Determinantes de Ordem 3:

aj; QA QAag3
M =104z QA az3

d3zq1 d3zz d3z3

Menor Complementar

Consideremos uma matriz M de ordem maior ou igual a 2.
Seja um elemento de M.

Menor complementar do elemento a;;, indicado por D, é o
determinante que se obtém suprimindo-se a linhai e a
coluna | de M.



Determinantes

Resolugées — Ordem 3

«

Resolugdo de Determinantes de Ordem 3:

aij; Q12 QAq3
M=]|a;;, a;; Aazs

d3z1 dzp A3z3



Determinantes

Resolugées — Ordem 3

5| —

Resolugdo de Determinantes de Ordem 3:

aij; Q12 QAq3
M=]|a;;, a;; Aazs

d3z1 dzp A3z3




Determinantes

Resolugées — Ordem 3
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Resolugdo de Determinantes de Ordem 3:

aij; Q12 QAq3
M=]|a;;, a;; Aazs

d3z1 dzp A3z3

D,3 = aj1a3, —aq,a3,



Determinantes

Resolugées — Ordem 3

«

Dada a matriz abaixo, determine 15,

4 3 4
M=<2 1 5
3 3 2



Determinantes

Complemento Algébrico - Cofator

.

Uma matriz de maior ou igual o

Seja a; um elemento de M.

Complemento algébrico do elemento o,

ou cofator de a;; é representado por:
A;; é onimero (-1 )" D,

Por exemplo:
A3y = (=1)°7'D3y



Determinantes

Complemento Algébrico - Cofator

-

Para a matriz abaixo, calcule 454

2 3 4
M=(1 4 8)
7 5 3



Determinantes (Teorema e Laplace)

Resolugbes — Ordem maior ou igual a 3 — Teorema e Laplace

50—

O determinante de uma matriz M é a soma dos
produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha
ou coluna) pelos respectivos cofatores.

i1 QA2 QAq
M=|4a;y a;; a3
d3q1 dzp dsz3

detM == a21A21 + azzAzz ~+ a23A23



Determinantes

Resolu¢goes — Ordem maior ou igual a 3 — Teorema e Laplace

51—

Utilizando o Teorema de Laplace calcule o
determinante da matriz abaixo:

2 0 -1
M=(O -3 1)
4 0 1

detM — a21A21 ~+ azzAzz ~+ a23A23



VAN Sistemas de Equacoes Lineares



Sistemas de Equacgdes Lineares

Resolucdo de Sist. de Eq. por Determinantes — Regra de Cramer

53—

Seja o Sistema:

rallxl + a1,x, + ay3x3 + -+ ayx, = bl

Ay1X1 + AyrXy + Ap3X3 + -+ Ay Xy, = b2
ax +ax +ax +--+ax =

Ap1X1 + ApoXy + Ap3X3 + o+ ApnX, = bn

\

Passo 1) Calcula-se o determinante da matriz dos coeficientes

aj; QA2 .. Qqn
A1 QA ... Q2

anl anz ann



Sistemas de Equacgdes Lineares

Resolucdo de Sist. de Eq. por Determinantes — Regra de Cramer

s« I,

Se A+ 0, o sistema é determinado, isto €, admite uma Unica
solucdo dada por:

_Axq A%, __ Ax3 _ Axy,
X1 Tle TI'XB_TI ' Xn T
Onde:
bl aq, .. ain a1 by ... aq,
b2 a e a a b a
Axq = 22 2n , Ax, = 21 2 2n
bn anz ann ann anl bn ann ann
a1 Q2 by apy a;; Q12 Qi3 by
a a b a a a a b
Axo = 21 22 2 2n Ax. = |421 22 23 2
3 b3 ’ n
An1 An2 bn Ann an1 An2 Ana bn




Sistemas de Equacgdes Lineares

Resolucdo de Sist. de Eq. por Determinantes — Regra de Cramer
s5 |

Ou seja, Ax; é o determinante da matriz que se
obtém substituindo-se a coluna coeficiente x. pelos
respectivos fermos independentes das equagoes.

Portanto, a enupla* abaixo é a solucdo do sistema

Axq4 Ax, AXg3 AXn
AT AT AT A

* https: / /pt.wikipedia.org /wiki/Enupla




Sistemas de Equacgdes Lineares

Resolucdo de Sist. de Eq. por Determinantes — Regra de Cramer

s | —

Se A = 0 e todos os A\,; forem nulos, o sistema é
indeterminado.

As infinitas solucoes podem ser obtidas em fungdo de
uma das incégnitas

Se A = 0 e existir pelo menos um A diferente de
zero, o sistema & impossivel.



Sistemas de Equacgdes Lineares

Resolucdo de Sist. de Eq. por Determinantes — Regra de Cramer

57 | —

Resolva o sistema abaixo:

(x—3y+z=—4
s=12x+y—2z=11
—x+2y—5z=15




Exercicios

Determinantes

| —

Calcule os determinantes abaixo:
5 1

- R
3 9 esp /
-2 3 2 1
3 0 1 2
1 _2 _3 _1 - Resp 14
2 1 0 3
-2 4
1 = Resp -14
1 2 1
2 1 3| -Resp-3
2 1 2




Exercicios

Determinantes

5o I

Calcule os determinantes abaixo:

-1 4 3
2 1 —1| - Resp -46
2 =1 3

3 5 0 4

_t 3 _c 7|- Resp -448
4 2 3 =5

2 -1 -2 4

0 3 1 -5

5 1 3 c |- Resp -156

3 2 0 -4




Exercicios

Determinantes

60 |

Resolva as Equagdes

2 6
= - R 1
1 x‘ 0 - Resp -3

2x —3 x+5

=0 -Resp {-3; 1
ol ERNARGS
—2Xx 2 | _
_c, x+4‘ = (0 - Resp {0;1}
2 -1 x+3
0 2 x? | =2 - Resp {-4;2}
-1 0 —3
x+3

4
- il + /-
4 x_3| 0 - Resp {+/-5}



Exercicios

Determinantes

1 |

Resolva as Equagdes

—2x 3 1

-1 0 4 | =0 - Resp.:4/11
0 1 x—-1
-1 3 0

2x — 5 —1 1
2 x+2 =2

1 —2
0 X+ 2
—1 0

=0 — Resp.:24/13

= —48 — Resp.:{—5;4}




Exercicios

Sistemas

¢2

Resolva os sistemas abaixo

3x+2y—z=1
dx—y—z=1 eResp.:{z;i;Z
5x+3y—2z=1

‘

I 35 21 13
1y +z=-17 %Resp.:{;;—;;—?}
 x+z=11
!

S5x+2y—7=2x 47 137
13x — 7y +1=23x (P



Exercicios

Sistemas

3 | —

Resolva os sistemas abaixo

(2x—y+z=-3
$3x —2y+5z=1 - Resp.: {—1;3;2}
 —xt+ty—2z=0

(—x+y—z=-1
2x —y+z=4 - Resp.:{3;0; -2}
X — 2y +3z=-3

A

(—3x+y—2z=5
—x —2y+z=-3 - Resp.:{—1;2;0}
2x+y+z=0

A

\
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Sistemas Equivalentes

¢ |

Dois sistemas sdo equivalentes quando possuem o mesmo
conjunto solucdo.

Por exemplo, dados os sistemas:

15 _; x+y=3
' |2x+3y =38
)
+y=3
$2=1x+2y = 5
I MITT

Verificamos que o par ordenado (x,y) = (1; 2) satisfaz
ambos e é Unico.

Logo, S, e S, sdo equivalentes: S5;~5,



Sistemas Equivalentes

Propriedades

s |

Trocando-se as equagdes de um sistema de posicdo, obtemos
outro sistema equivalente:

(x+y+22=1 (i)

S1=%X x—y=3 (ii) e
| y+z=2 (iii)
( y4z=2  (ii])
So=¢ x—y=3 (ii)
\x+y+22=1 (i)

Logo, S; e S, sdo equivalentes: 5;~55




Sistemas Equivalentes

Propriedades

67 . | ———

Multiplicando uma ou mais equacdes por um nUmero
K (K € R"), obtemos um outro sistema equivalente.

a4 x+2y=3 (i)
27 lx—y=0 (i)’

multiplicando-se (ii) por 3, temos:

alli x+2y=3 (i)
27 13x =3y =0 (ii)

S, e S,sdo equivalentes 5, ~5,



Sistemas Equivalentes

Propriedades

. | —

Adicionando a uma das equagdes o produto de outra equagdo
por um K (K € R"), obtemos um outro sistema equivalente.

& | L x+2y=4 (i)
27 lx—y=1 (ii)

Substituindo a equacgdo (ii) pela soma do produto de (i) por -1
com (ii) obtemos

& | L x+2y=3 (i)
27 | =3y =-3 (iii)

S51~55, pois (x,v) = (2,1) é solugcdo de ambos os sistemas.



AN Sistemas Escalonados



Sistemas Escalonados

70|

Utilizamos a regra de Cramer, para discutir e resolver

sistemas lineares em que o numero de equacoes (m) e
igual ao nimero de incognitas (n).

Mas, quando m e n sdo maiores que frés, torna-se muito
trabalhoso utilizar essa regra.

Por isso, usamos a técnica do escalonamento, que facilita
a resolucdo de quaisquer sistema linear.



Sistemas Escalonados

71 I,

Um sistema, em que existe pelo menos um coeficiente
ndo-nulo em cada equagdo,

Estd escalonado se o numero de coeficientes nulos
antes do primeiro coeficiente ndo nulo aumenta de

equagao para equagao.



Sistemas Escalonados

72 [,

Para escalonar um sistema seguimos o procedimento:

Fixamos como 1° equacdo uma das que possuem o
coeficiente da 1° incognita diferente de zero.

Utilizando as propriedades de sistemas equivalentes,
anulamos todos os coeficientes da 1° incéognita das

demais equacoes.

Repetimos o processo com as demais incognitas, até
que o sistema se torne escalonado.



Sistemas Escalonados

7z I,

Resolva o sistema:

(2x —3y—z=4
S;=4x+2y+z=3
Bx—y—2z=1




Sistemas Escalonados

74 I,

Resolvendo o sistema:

1°passo: Anulamos todos os coeficientes da 1°
incognita a partir da 2° equacgdo, aplicando as
propriedades dos sistemas equivalentes:

Trocamos de posicdo a 1° equagdo com a 2°
equacdo, de modo que o 1° coeficiente de x seja
igual a 1:

(x+2y+z=23
S =132x—3y—z=4
Bx—y—2z=1




Sistemas Escalonados

75 [,

Resolvendo o sistema:
1°passo: continuagdo....

Trocamos a 2° equagdo pela soma da 1° equacéo,
multiplicada por -2, com a 2° equacgdo

Trocamos a 3° equagdo pela soma da 1° equacdo,
multiplicada por -3, com a 3° equacdo



Sistemas Escalonados

7o I

Resolvendo o sistema:

2° passo: Anulamos os coeficientes da 2° incognita a
partir da 3° equacgdo

Trocamos a 3° equagdo pela soma da 2° equacdo,
multiplicada por -1, com a 3° equacgdo



Sistemas Escalonados

77 I,

Resolvendo o sistema:

Agora o sistema estd escalonado e podemos resolvé-
lo.

Substituindo z=3 em (ll):
Substituindo z=3 e y=-1 em (l):

Entdo: x=2, y=-1 e z=3



Sistemas Escalonados

Exercicios

7s I,

Escalone e Resolva (quando possivel) os sistemas:

r
4x — 3y = —2 {]

o |2x+4y=10 ~ S =112);
r
2x +3y =5 il

2. 13’5 +5y=9 7 S ={(—2,3)}

(x +2y+4z=5

3. 42x—y+2z=8 -5 ={(1,-2,2)}
3x—3y—z=7




Sistemas Escalonados

Exercicios

7o I,

Escalone e Resolva (quando possivel) os sistemas:

(a+b+c=12

4, s3a—b+2c =14 - S = Q o sistema é impossivel
2a—2b+c=-3

[ x+y+2z=0
53 x—y—-3z=0 -S5={(,-52)}
2x +3y+5z=-3

(x+y+z=1
6. {x+y+22=0 >5={(G,2,-1)}
x—y—z=0




WON Sistemas Lineares — Aplicagdo



Sistemas Lineares

Aplicagoes — Exercicios

1 |

As vendas mensais (em milhares) de hamburgueres (B1) e
refeicoes rapidas (B2) em trés restaurantes fast-food
(R1,R2,R3) sdo as seguintes:

R1 R2 R3 R1T R2 R3
B1 |35 27 13 B1|31 17 3
B2 | 42 39 24 B2 | 25 29 16
Janeiro Fevereiro

a) Escreva as duas matrizes J e F, de ordem 2x3 representando as
vendas de janeiro e fevereiro

b) Encontrando J+F, escreva a matriz de venda total para os meses

c) Encontrando J-F, escreva a matriz da diferenca das venda dos dois
meses



Sistemas Lineares

Aplicagoes — Exercicios

2 |

L
Stctiod et e EE Bribilt )
I e ol (2 | 111 2
0J-F=(% 10 %)



Sistemas Lineares

Aplicagoes — Exercicios

83

Vamos supor que dos aeroportos de quatro cidades partem
voos didrios. No esquema abaixo, (1), (2), (3) e (4) representam
essas cidades e as linhas, os voos existentes entre elas.

] Podemos associar a essa situagéio uma matriz
A=(a) , que estabelece se hd ou ndo voo
direto entre as cidades, de modo que:
1)
l se as cidades possuvem ligacéo entre
elas, ou seja, se hd voo direto entre uma @

e outra, definimos a = 1;

_l se as cidades néo se ligam \(3)

diretamente, o que na situag¢do descrita
significa que ndo hd voo direto entre
elas, consideramos a = 0;
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Em nosso exemplo, para montar a matriz A devemos:
“combinar os pontos dois a dois,
incluindo a “combinagdo” de cada ponto com ele mesmo.

Portanto, a matriz procurada é:

N
I
[N

lb—“OOb—\l

O =
O =
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