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Introducdo

4
Hd& vdarias aplicacoes para o estudo de Limites,
como por exemplo:

Otimizacdo de Fungdes

Andlise de taxas de variacdo
Determinacdo da dreas e volumes
Calculo de probabilidades

Determinar o Limite consistem em investigar o

comportamento de uma fungdo f(x) quando "x" se

aproxima de um nimero 'n”’



Introducdo

-
A equacdo abaixo determina o custo (c) total de
operag¢do em centenas de milhares de reais quando
x% da capacidade de uma fdbrica estdo sendo
utilizados

8x% + 636x — 320
x2 —68x —960

Sabendo-se que, devido a sua politica interna, a

c(x) =

fabrica deve operar com 80% de sua capacidade
mdxima; qual o custo que pode ser esperado?



Introducdo

¢ | ———

Calculando o valor de ¢(80) obtemos a fragdo 5

(=

Entretanto é possivel calcular ¢(x) quando x se
aproxima pela direita ( ¢ > 80 ) e quando ele se
aproxima pela esquerda (¢ < 80)

C(x) 6,99782 6,99989 6,99999 X 7,000001 7,00001

Observamos que a medida que c(x) se aproxima de
"77; x se aproxima de 80",

Desta forma, pode-se esperar um custo de R$ 700 mil
quando a fabrica opera a 80% de sua capacidade.



Introducdo
-~
Desta forma podemos dizer que:
"O limite de C(x), quando x se

aproxima de 80 é igual a 7”

Ou seja:

li =
iy



PAM Definicdio de Limites



Definicdo de Limites

-~
Quando f(x) se aproxima de um nimero "L” a
1977 99 .77

medida que "x" se aproxima de um nimero 'c”,
tanto pela direita quanto pela esquerda;

"L é o limite de f(x) quando "x"’ tende a "'c

Ou seja:

lim f(x)=1L

n-—-x



Definicdo de Limites - Exemplo

10—

Construa uma tabela para estimar o limite:

Vx —1

x —1

Lipn ML

x—>1 x—1

> f(x)=




Definicdo de Limites - Exemplo

11| —

Construa uma tabela para estimar o limite:

Vx —1

x —1

Lipn ML

x—>1 x—1

> f(x)=

Quando:

X=1 - f(x)="2



Definicdo de Limites - Exemplo

2 e
Construindo a Tabela temos:

=059 0999 | 09999 | 1 | 1ooooor | 10001 | 1001

f(x) X



Definicdo de Limites - Exemplo

3 e
Construindo a Tabela temos:

=059 0999 | 09999 | 1 | 1ooooor | 10001 | 1001

f(x) 0,50126 0,50013 0,50001 X 0,499999  0,49999 00,4988

A medida que o valor de "x” se aproxima de 1; o
valor de f(x) tende para 70,5”




Definicdo de Limites

14—
Os limites descrevem o comportamento de uma fungdo
perto de um determinado ponto; mas ndo
necessariamente no proprio ponto.

Y e




Definicdo de Limites

15 |
O limite da fungdo, deste grdfico, 'nédo existe” pois
f(x) tende a:
5 quando se aproxima pela direita

3 quando se aproxima pela esquerda

y
A

5 < | xemsessrer———eme
4

= X



Definicdo de Limites

16
A funcdo deste grdfico ndo possui um limite finito
quando x tende a 2;

Pois a medida que o valor de x aproxima-se de 2 os valores
de f(x) tornam-se cada vez maiores.

Portanto ndo temos um valor finito

0| x—326-x



€)M Propriedades dos Limites



Propriedades dos Limites

1|

Podem simplificar o calculo de alguns limites
lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
X—C X—C X—C
lim[f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)
X—C X—C X—C

lim[Kf(x)] = K.chi_r)ré f(x)

X—C

lim[f (x). g(x)] = [lim f (x)][lim g (x)]




Propriedades dos Limites

1o [
Podem simplificar o calculo de alguns limites

hm[f(x)]p— [limf(x)]P

X—C
lIimK =K
X—C
limx =c

X—C



M Calculo de Limites



Calculo de Limites

21 |
Vamos determinar o limite de polindmio abaixo:

lim (3x3 — 4x + 8)

x—->—-1

=3 (xlirgl x)3 _4 (xlirgl x) +8
= (3(-1)°> —4(-1) +8)
—_.3+4+8

=9



Calculo de Limites

22 s
Vamos determinar o limite de polinémio abaixo:

 3x3-—8
lim

x-»1 X —2

Como limx—2 #0

x—1

Podemos utilizar a regra do quociente para obter o
limite



Calculo de Limites

23 |
Vamos determinar o limite de polindmio abaixo:
3x3-8

lim
x—1 X—2

. 3
_ I Gx-o

}cl—l;ri (x—2)

31im x3—-1im 8
L x—1 xX—1
limx —lim 2
x—1 X—1
3 —8 -5
== UNEEANY, _QuEENSS._ . 5
1-2 -1




V2V Limites de Polindmios e Fun¢&es Racionais



Limites de Polinomios e Funcoes Racionais

25 |
Sendo p(x) e g(x) dois polinémios:

lim p(x) = p(c)

Para todo g(c)#0 temos:

PG _ p(e)
xoe a0 | (o)



Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 1

2 e
Dado o limite:

1 (x +1)

im

x-2 (x — 2)

A regra do quociente ndo se aplica pois:

lim(x—2) =0

X—2

Como o limite do numerador é diferente de zero,
podemos concluir que "o limite ndo existe”



Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 1

Analisando o grdfico de f(x),
percebemos que o valor da
funcdo:

Aumenta indefinidamente

quando x se aproxima de 2 Lo
pelo lado direito L ——1 N L

Diminui indefinidamente
quando x se aproxima de 2
pelo lado esquerdo




Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 2

28|
Dado o limite:
| x%—1
}lcl_r)r% x4 —3x+ 2

Apesar do denominador e do numerador tenderam

a zero, a fracdo pode ser algebricamente
simplificada

Logo, torna-se possivel obter o limite esperado

Apesar da funcdo ndo ser definida quando x=1,
para os demais valores ela é.



Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 2

20—
Podemos dividir o numerador e o denominador por:

(x —1)
Obtendo:

x%-1

x2-3x+2

(x—1)(x+1)
(x=1)(x—2)

Para todo x#1
x+1




Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 2

30—

Calculando:

limx + 1

__x-1

limx — 2
x—1

T T




Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 2

O grafico desta fungdo é

muito semelhante ao da

funcdo anterior, mas neste “
caso hd um "buraco” no
ponto (1,-2) bl

(1, -2)




Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 2

32 [
Dica:

Se, tanto o numerador quando o denominador da

7 ”

tende a "c¢’; a

17,7

funcdo tenderem a zero, quando "x
primeira coisa a se fazer é tentar simplificar a fragéio;

Geralmente a forma simplificada serd valida para

exceto para "x=c”

todos os valores de



Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 3

33—

Calcule:
L Ax—1
lim

x-»1 x —1

Novamente, tanto o numerador quanto o denominador
tendem a ”0”; quando "x” tende a 17

Para simplificar este tipo de fragdo podemos
racionaliza-la, ou seja podemos multiplicar o
numerador e o denominador por um fator comum, neste

CAso:

Vx + 1



Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 3

3
Multiplicado o numerador temos:
Wx - DHx + 1)
= (x)* +yx—yx -1

=x—1

Substituindo o numerador na equagdo temos:

x—1
(x-1)(x+1)
1

T WE D)




Limites de Polindmios e Fungoes Racionais — Exemplo 3

35 [
Aplicando o limite temos:

lim !
x—1 (Vx+1)

—xl—Igl-l-l
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Limites no Infinito

v s
O comportamento a "longo prazo” é uma questdo
de interesse para economistas, fisicos e bidlogos.

Um bidlogo poderia estimar o tamanho de uma
colénia apds um logo periodo de tempo.

Um industrial poderia determinar qual seria o custo
de fabricar um determinado produto se o nivel de
producdo aumentar indefinidamente.



Limites no Infinito

ss [
Se os valores de fungdo tendem para um ndmero ”|”
quando "x” aumenta sem limite, temos:

lim f(x) =L

X— 00

Ou seja, quando ”x” aumenta sem limite, a curva de
4 4
f(x) tende para uma reta na horizontal "x=1",



Limites no Infinito

3o |
Mas, se os valores de funcdo tendem para um nimero
"M” quando "x” diminui sem limite, temos:

lim f(x) =M

X——00

Ou seja, quando "x” diminui sem limite a curva de f(x)
tende para uma reta na horizontal "x=M".



Limites no Infinito

40 |
As retas "y=L" e "y=M”", neste contexto, recebem o
nome de "Assintotas Horizontais” da curva de f(x)

y =
A LN lim /() = L

X

o el S, i W Nt ensr . sty skl it (e v ik e ‘Gl ol i e’ s s e v’ G- Gme. cun autl emm dan Gub an Gam 4w

Tim fx) =M M y =M

P e B




Limites no Infinito — Poténcia Inversas

41 I,

Se A e K sdo constantes com K>0 e a fungdo x¥

é definida para qualquer x

Logo, temos:

! A . A
lim—=0e lim —/=0
X—>00 X X—>—00 X



42

Limites no Infinito — Poténcia Inversas - Exemplo

x2

Exemplo: lim ;
x—oo 1+x+2x

Para visualizarmos o que ocorre no "limite”, devemos
calcular o valor da funcdo

flx) =

2

14+ x4+ 2x?
“r | io | 1000 | 10000 | 100000

f(x)



43

Limites no Infinito — Poténcia Inversas - Exemplo

x2

Exemplo: lim ;
x—oo 1+x+2x

Para visualizarmos o que ocorre no "limite”, devemos
calcular o valor da funcdo

flx) =

2

14+ x4+ 2x?
“r | io | 1000 | 10000 | 100000

f(x) 0,49749 0,49997  0,49998 0,49999

Os valores sugerem que f(x) tende para ”"0,5” quando
"x”’ tende para infinito



Limites no Infinito — Poténcia Inversas

4«
Para confirmar esta observagdo, dividimos todos os
termos de f(x) pela maior poténcia de "x”, que aparece

no denominador, ou seja por x* :
2

! X
lim > =
x—oo 1+x+2x
2 ;
| "/ 2) :
Tl TE x 2x2
x>0 (Y )+F/ 2)+(C*/ 2)
lim 1
- X—00
. 1 . 1 .
it i (e
1 1
= =1-05

04042 2



Limites no Infinito de f(x) = p(x)/CI(x)

-5 |

1°. Passo) Dividir todos os termos de f(x) pela maior
potencia que houver no polindmio do denominador

2°. Passo) Calcule o limite usando as propriedades
algébricas e as regras de poténcia inversa



Limites no Infinito de f(x) = p(x)/CI(x)

¢ |

2x%+3x+1

Calcule: lim
X — 00 3x24+5x+2

Dividindo o numerador e o denominador por x“ temos:

f 2+3/x 1/ 2
Im
X—00 3 _S/X 2/ b

lim 2+0+0 2
x—>003—0+0 3




Limites no Infinito de f(x) = p(x)/CI(x)

I
Exemplo: Uma cultura é plantada em um solo com teor
de Nitrogénio "n”, a produtividade ”y” pode ser

modelada pela fungc:o de "Michaelis-Mente”; onde A e
B sdo constantes positivas

AN
y(N )_B+N

O que acontece com a produtividade quando o teor de
Nitrogénio aumentar indefinidamente?

i (A L A.N
m——
N Now B + N




Limites no Infinito de f(x) = p(x)/q(x)
-

Calculando: A produtividade tende
lim A.N i para o valor da
Noow B + N constante "A” quando
| A.N/N I

— lim o teor "N” de

N> B/N + N/N AL

Ifrogenio aumenta
A ) I

— lim indefinidamente.

N-o B/N + 1

A Por este motivo "A”

T ]\1,1_{{)100_'__1 recebe o nome de

A ) produtividade

1 maxima possivel.



9



50

Limites Infinitos

O lim f(x) é um limite infinito se f(x) aumenta ou
X—C

diminui sem limite quando x—c

A rigor, o limite, neste caso ndo existe, mas podemos
fornecer uma informacgdo a respeito do comportamento
da funcdo escrevendo:

lim f(x) = 400 ; se f(x) aumenta sem limites qdo x — ¢
X—C

lim f(x) = —o0 ; se f(x) diminui sem limites qdo x — ¢
X—C



Limites Infinitos — Exemplo
e

Calcule O limite do numerador
x4+ 2x+1
lim 3
I il lim 1—3/o =
A poténcia mais elevada it 1.0

do denominador é x
=1

O limite do numerador L[]
Substituindo temos

lim —(00)2 + 2+ 1/ =
X—+00 ) —00
lim f(x) = (T 799

= —o+2+0 X—>+00

— —OCO



WAN Limites Unilaterais e Continuidade



Limites Unilaterais e Continvidade

53—

Informalmente, uma fungdo é continua quando seu
grafico pode ser tracado sem que a "caneta” se afaste
do papel.

Uma funcdo ndo é continua quando seu grdfico possui
"um buraco ou um salto”

Para descrever, matematicamente, estas fungoes
precisamos usar o conceito de "Limite Lateral”, ou sejq,
o limite quando nos aproximamos do ponto pela
direita e pela esquerda e ndo pelos dois lados.



Limites Unilaterais e Continvuidade

O grdfico, ao lado,

representa o estoque "I”,
em funsao do tempo "1."’ de I (unidades em estoque)
uma empresa que repoe o L,
estoque, até o nivel "L17,
sempre que ele alcanca o

nivel minimo "L2”.

Este forma de gerenciar o
estoque é conhecida como
"Just in Time”



Limites Unilaterais e Continvuidade

Quando "t” tende a 't,” do
lado esquerdo, o valor de
limite & ” L,”

Mas quando tende pelo lado
direito o valor limite é "L,”

I (unidades em estoque)

A

Ly




A



Limites Unilaterais

Se f(x) tende a "L” quando "x

tende a "c” pela esquerda (x<c)
escrevemos:

lim f(x) =L

X—>C

Se f(x) tende a "M” quando "x”

tende a ’c” pela direita (x>c)

I (unidades em estoque)

escrevemos:

\Hm (x) = L'R\x\__

> [




Limites Unilaterais

Usando a equagdo no exemplo
anterior, temos:

x—-tq

I (unidades em estoque)

X—t4




Limites Unilaterais — Exemplo 1
R

Dada a fungdo: Para 0 < x < 2 temos:
1 —x?se0<x<?2 f(x)=1—x*
f(x)—{ 2x+1sex =2
lim 1 — x?
X—2~
Determine os limites =1 — (2)?
unilaterais: =1 —(4)
lim f(x = =3
lim, £ (x)
lim f(x)

X—>2~



Limites Unilaterais — Exemplo 1
R

Dada a fungéo: Para x = 2 temos:
_)J1—x%se0<x<?2 f(x)=2x+1
fx) =
2X+1sex =2
lim 2x + 1
x—2t
Determine os limites =2(2)+1
unilaterais: =5

i () il

lim || ce)
X—2~ 0\ X




Limites Unilaterais — Exemplo 2

X—2
Determine: lim —,

x—4 "'
quando "x” tende a 4

pela esquerda e pela
direita

Observe que para
2<x<4, a grandeza é

negativa; quando "x
tende a 4 pela

esquerda, f(x) diminui

sem limites

[\J

X—

f(x)_n
f)===-2=0
f@=m=—-1=-1
f@)="==== 1
hmu=

x—4— X—4

4= =2 Al

il LB LU

4am—4 0"



Limites Unilaterais — Exemplo 2
R

Determine: llmi—fL f(x) = _i
quando "x” tende a 4 f(4) = :—4 %= A
pela esquerda e pela £(5) = g_i i % _ 3
direita L[

f(6) =—==5=2
Quando "x” tende & |
direita( ou seja x>4), FD=7273
f(x) aumenta sem lith PO L
limite Z:‘*; x“;

= = — = 400



Limites Unilaterais — Exemplo 2
-

Para a funcdo anterior
ndo existe limite
bilateral, pois os valores
f(x) ndo tendem para
um Unico valor quando
"x” tende a "4” pelo
lado esquerdo (x<4) e
pela direita (x>4).



Existéncia de um Limite

O limite lim f (x) existe se e somente se os
X—C

limites unilaterais llm f(x)e lim f(x)

existirem e forem i |gua|s.

Ou seja:

llmf(x) = 11m f(x) = lim f(x)

x—-ct



Limites Unilaterais — Exemplo 3

Determine se xli_gl—f(x) ]
)lci_r)r% [ (x) existe onde: =x + 1
=17+ 1
+ 1 <1 i
X ara x
fx) {—xz -+ 4xzi 1parax =1
lim f(x) =
x—17t
= —x’ +4x—1
Calculando os limites = —(1%)% + 4(1) = 1
unilaterais temos: — _144-1

= 2



Limites Unilaterais — Exemplo 3

.
Como os limites unilaterais sdo iguais, o

limite de f(x) quando ”x” tende para ”1” é

dado por:

llm f(x) = hm f(x) = lim f(x) =2

x—1t



g



Existéncia de um Limite
X

Um "buraco” em um ponto "x=c” pode surgir de
vdrias formas, trés das quais sdo representadas
abaixo:

Salto finito |im [ (x) # lim f(x)
xX—>C~ x—-ct
Salto infinito
lim f(x)=—o0
X—C

lim, f(x) =+00
x—ct



Existéncia de um Limite
X

Uma fungdo "f” é continua no ponto "c” se trés
condi¢des sdo satisfeitas:

a) f (x)é definida

b)}ci—rg f(x) existe
o) lim f(x) = f(c)

Se f(x) ndo é continua no ponto "¢”, dizemos que o

ponto ’c” é um ponto de descontinuidade.



(C) Continuidade de Polinémios e Fungdes Racionais



Continuidade de Polindmios e Fungdes Racionais

-
Se p(x) e q(x) sdo polinémios tal que:

lim p(x) = p(c)

lim 22 = 2L o0 0 (c) £ 0
ame® T ae €90
Entdo, um polinémio e uma fungdo racional sdo

continuos em todos os pontos nos quais sdo
definidos.



Continvidade de Polindmios e Fungdes Racionais

Exemplo: Verifique se a funcdo racional abaixo é
continuvaem x = 3

flx) =22
Como:
}Ci_rg(x —2) #0
Temos:
lim saut =4

—2 1 123 (TT{ B-Hz
xX—>3 X xL)T%(x )



Continvidade de Polindmios e Fungdes Racionais

[
Discuta a continuidade das fungoes:

a) f(x) =
b) f(x) =

X
X

x+1

) 1o -{

x+1lparax <1
—xparax =1



Continuidade de Polindmios e Funcoes Racionais

As fungdes A e B sdo racionais, logo sdo continuas
em todos os pontos em que scdo definidas; ou sejq,
em todos os pontos nos quais o denominado ndo é
nulo.

A funcdo A é definida em todos os pontos exceto
quando x=0.

A funcdo B é continua para todos os pontos exceto
x=-1.

A funcdo C é definida por partes, logo precisamos
verificar a continvidade em x=1



Continuidade de Polindmios e Funcoes Racionais

-
Verificando:

lim x+1 =2

x—1"

lim 2—x=1
x—1t

Como os limites ndo sdo iguais, ndo existe o limite
quando x — 1

Apesar da fungcdo D, nao ser continua no ponto X =

1, os polindbmios x + 1 e 2 — x sdo continuos nos
demais pontos.

Desta forma a funcdo D, é continua para qualquer
valor, exceto X *# 1



Continuidade de Polindmios e Fungdes Racionais

[
Para que valor de "A”, fungao é continua para

qualquer valor real de

Ax+5parax <1

f(x){ 2—3x+4parax =1

Calculando os limites laterais

lim x* —3x+ 4 =

x—1t



Continuidade de Polindmios e Fungdes Racionais

[
Para que valor de "A”, fungao é continua para

qualquer valor real de

Ax+5parax <1

f(x){ 2—3x+4parax =1

Calculando os limites laterais

llmx —3x+4=(1)?-31)+4=2

x—17t

lim Ax +5 =

xX—->1"



Continuidade de Polindmios e Fungdes Racionais

[
Para que valor de "A”, fungao é continua para

qualquer valor real de

Ax+5parax <1

f(x){ 2—3x+4parax =1

Calculando os limites laterais

llmx —3x+4=(1)?-31)+4=2

x—17t

lim Ax +5=A4(1)+5=4+5

xX—->1"



Continuidade de Polindmios e Fungdes Racionais

-
Para garantir a existéncia do lirI} f(x) ambos os
X—

limites laterais devem ser iguais, logo podemos

iguala-los:
A+5=2
A=2-5
A=-3

Desta forma, a fungcdo é continua para qualquer
valor de "x”,se A = —3



(D) Continuidade em um intervalo



Continvidade em um intervalo

-
Uma funcdo f(x) é dita continua em um
intervalo aberto a < x < b, se for continua
para todos os valores de "x” contidos no
intervalo;

Uma funcdo f(x) é dita continua em um
intervalo fechado a < x < b, se for continua
no intervalo aberto o < x < b e se:

lim £ = f(a) e lim f() = f(b)



Continvidade em um intervalo - Exemplo

Discuta a continuvidade da funcdo f(x) no intervalo
aberto —2 < x < 3 e no um intervalo fechado —2 <
x<3

) =22

A funcgdo racional é continua para todos os valores de
"x"” exceto x = 3

Desta forma, a funcdo é continua no intervalor —2 <
x <3

Todaviaq, no intervalo —2 < x < 3 ela ndo é continua;
uma vez que é descontinua no ponto x = 3; pois neste
ponto o denominador se anula.



(E) Propriedade do Valor Intermedidrio



Continvidade em um intervalo

-0
Se f(x) é continua no intervalo fechado a < x < b
e "L” é um nimero entre f(a) e f(b), existe um
nimero "c¢” entre "a” e "b” para o qual f(c) = L

Ou seja, uma fungdo continua assume todos os
!
possiveis valores entre dois outros valores



Continvidade em um intervalo - Exemplo

Uma menina que pesa 3kg ao nascer e 40kg ao
fazer 15 anos;

Ela deve ter pesado exatamente 30kg em algum
instante da sua vida;

J& que, o peso é uma fungdo continua em relagdo ao
fempo.



Continvidade em um intervalo - Exemplo

Mostre que a equagdo, abaixo, tem uma solugdo
para 1< x = 2

1
2 _x—1=—
x+1

X

Reescrevendo:

f)=x2—x—1-——

x+1



Continvidade em um intervalo - Exemplo

Reescrevendo

f)=x2—x—1——

x+1

Calculando

f=12-1-1-—=1-2 —c=-1--=—2

92 _9_1_ Y 4o _1_,_1_2
f@)=22-2-1-—=4-3 —-=1--=":



Continvidade em um intervalo - Exemplo

A funcdo f(x) é continua para o intervalo;

O gréfico de f(x) estd abaixo do eixo "x”, quando
"x=1" e acima quando "x=2"

Logo, segundo a propriedade do valor intermediario,

o gréfico deve cruzar o eixo "x” em um ponto entre
='I 77 77 —2"

Ou seja, existe um niUmero
f(c) =0, tal que:

ytfalque 1< c<2e

1
c+1

c‘—c—1=
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